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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 2

Yorwort

Die Gleichung einer Geraden gehdrt nicht zu den schwierigen Themen. Dennoch staunt man, wieviel
Unverstandnis bei Schilern oft vorhanden ist, wenn es darum geht, Aufgaben zu diesem Thema zu

I6sen.

Ich fange nicht bei Null an, sondern méchte herausfinden, ob du eine Geradengleichung erkennst und
ob du die zugehdérende Gerade auch zeichnen kannst.

Dann erklare ich noch einmal griindlich, welche Bedeutung die Zahlen in einer Geradgangleichung
haben, wie man eine Gerade zeichnet. Dann aber geht es sehr schnell darum, was'»as: ieren kann,

wenn man zwei Geraden gegeben hat.

Sie konnen einander schneiden, dann gibt es einen Schnittpunkt und Schnit winkel.

Sie kénnen aber auch parallel sein, dann kann man berechnen, welches Abatand sie haben.
Dabei muss man auch wissen, welche Beziehung es bei orthogonalen Caraden gibt,
(;orthogonal“ bedeutet ,aufeinander senkrecht stehen®).

Ubrigens: Was ist besser: ,Zwei Geraden schneiden sich* oder

,Zwei Geraden schneic'ar, einander: ?

denn eine Gerade schneidet ja nicht sich selst'sondern die andere ©

Ubrigens gibt es einfachere Texte fiir die Klass&stufen 7 bis 9:

12169 1. Schulstunde: Einfih# ing von Geradengleichungen
12170 Geradengleichungen undilineare Funktionen (Fir Klassenstufen 7 bis 9)

(Alles — ganz ausfuarlich mit vielen Aufgaben)

12171 Schnittpunkte, ven Geraden berechnen
12173 Aufgabensarii iung dazu (aus 12170 und 12171 entnommen)
11711 Zusaramrist:llung vieler Methoden zur Geometrie im Achsenkreuz: Kompakt

= Und jetzt begi ir!
= nd jetzt beginnen wir

Am Ende kommt eine Seite mit allen Methoden, die wir dann besprochen haben.
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 3

Unser Thema sind Geradengleichungen.

Da ich nicht weil, wieviel du uber dieses einfache Thema weilt,

beginne ich mit einer kleinen Aufgabe. Wenn du sie nicht l16sen

kannst, gehe auf die nachste Seite zu Abschnitt . Dort erklare

ich meine Losung.

Aufgabe:  Berechne den Schnittpunkt S von g und h mit

g: y=2x+3 und  h: y=-X+%.
Kannst du diese Geraden auch im Achsenkreuz zeichnen? =
Die Lotgerade h hat die Gleichung ~y=-3x+2!
und g: y=2x+2
Gleichsetzen: Zx+2=-3x+% | 12 und dann kirzen.
Briiche weg: 8x+24 =-18x 402 | +18x—24
26x =39 | :26

Schnittpunkt: Xe = g—g = :—
y-Koordinate aus g: Ve = %-+ 2=3 (Das geht auch mit h!)

Ergebnis: g und h schneiden einandenim LotfuBpunkt F(1,5 | 3).

Nun kann man ganz einfach d=n 4 bstand des Punktes P(—1,5 | 7,5) von g berechnen:

Es die Lange der StredkewPF:  d(P,g) = PF = {AX? + Ay? = /3% +2,5% = /15,25 ~ 3,91

Nun wollen wi' eine Dreiecksaufgabe |6sen, die ganz ahnlich geht:

Aufgane: Gegeben ist das Dreieck A(-2|5), B(2|-2), C(6]6):

Berechne den Dreiecksinhalt.

Anleitung: Berechne die Dreieckshdhe, indem du von A das Lot auf die Gerade BC fallst.

= [12]
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 4

Gegebensind g: y=1x+3 und h: y=-x+%. 4 \‘
5..

Da der Schnittpunkt auf beiden Geraden liegt,
erfullt er beide Gleichungen. Fur ihn ist also

y=1x+3 und y=-x+2 das gleiche!

g
IX+3=-x+3 | +x-3
Ix=2 o xg=1
Aus goder hfolgtdazu yg =1< >

Ergebnis: g und h schneiden einander in S(1]Z). -

Fur die Zeichnung verwende ich zu jeder Geraden ein Steigungsdreieck.

Ich habe mich entschieden, beide Dreiecke im Punkt S anzusetzen: Zum Begigniel so:

Wegen m, =3 gehe ich fir g von S um 2 nach rechts und um ##nacivoben

Wegen m, =—-1 gehe ich fiir h von S um 1 nach rechts und uitid riach unten.

Weil} du, wie man den Schnittwinkel o zwischen g und h bere¢niat? -
, “Y
Gegeben sind A(-2|5), B(2]-2), C(6]6). .\ I )

Flacheninhalt des Dreiecks: Ap%-%-ﬁ

wobei F der FuBpunkt des Lotes von A auf BC s
Dazu benétigt man die Gleichung von (BC).

, Ay B5-(Zp 8
Steigung: m,. = —= 30— l===2
9ung B Ax Wong 4
Punkt-Steigungsform:  y+2=2{(x-2)
X
Gerade (BC): y=2x-73 -

Lotgerade L auf (BCYdurch A:

Steigung: m, = _m1 = —% \ i /
BC

Punkt-Stdigungsform:  y-5=-3(x+2) = y=-1x+4

Schnittgleicriung: 2x-6=-1x+4 | -2
4x-12=-x+8
5x=20 = x.=4

y-Koordinate aus (BC): y. =2 ~—6 =2
LotfuBpunkt: F(4]2)

Berechne nun den Inhalt des Dreiecks ABC mit Ap%-ﬁ-ﬁ : =
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 5

Aus der Trigonometrie kommt eine Formel, mit der man den Schnittwinkel

m,-m
1+m

2
-m

zwischen zwei Geraden berechnen kann. Sie heil}t tana =

1 2

Zwei nicht parallele Geraden bilden vier Schnittwinkel, von denen jeweils zwei

gleich grol3 sind. SchlieRen wir einmal aus, dass die Geraden nicht senkrecht
zueinander sind, dann sind jeweils zwei kleiner als 90° und zwei groler als 90°. Durch den Bgiis i in
der Formel wird der Tangenswert positiv und die Formel liefert den kleineren Winkel.

Beispiel:

Wir schneiden zwei Geraden mitden S m, =71 und m, =-1.

=1 | _
1+1-(-1)

Die Tangensformel liefert dann tana =

N [rofw

=3 = a=w1'(3)~716°.

Die beiden Winkel, die gréBer als 90° sind, haben dann dig¢tGNiRe 180° —71,6° =108,4°
Man muss dann nur darauf achten, dass der berechnete Win'.¢!,den richtigen Namen hat.

In unserer Zeichnung ist B, =B, =71,6° und a, = a, =106 .

Noch ein Beispiel zum Uben:

Welche Schnittwinkel haben zwei Geraden mitGariSteigungen m, =2 und m, =-67?

o |£_H;

Wir haben diese Punkte?, A(=2|5), B(2|-2), C(6]6) und F(4]2).
Daraus berechnet man, die

Lange der Grundseite:  BC = /AX® + Ay? =16+ 64 =+/80
Lange derishe: AF = JAX? + Ay? =+/36+9 =+/45

Dreiecksin'ialt: As=1.BC-AF =1./80-/45
Hilfe: Mea kann partiell die Wurzeln ziehen: /80 =+/16-5 =45 und /45 =+/9-5 =3-/5

Damit folgt: As=1-BC-AF = 1.4/80 -+/45 = 145 345 = [30]
denn V/5-/5=5.
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 6
Gegeben sind die Steigungen m, =2 und m, =-6. Fir einen Schnittwinkel gilt:
5+6
tana = | a | = a=tan (23j 40,4°
1 m m s 1+7 -6)| |-9 27
Also gibt es zwei Schnittwinkel der GréRe 40,4° und zwei Schnittwinkel der GroRe
B=180° -0 ~139,6°. tant 23
4004260
180-Ansg
(39.573
Und noch eine Ubung mit m, =-3 undm, =3
=

Nun folgt eine zweite Dreiecksaufgabe.

Diese drei Geraden begrenzen ein Dreieck ABC.
Gegeben sind: g y=-1x-32
ga: y=x-4

. _ 3 1
gs: y=5X—-7-

Berechne zuerst selbst die Koordinatuii-der Schnittpunkte,

bevor du meine Lésung anschaust.

g,ng, ={B} -Ix-37x-4" & -x-6=4x-16 < 5x=10 < Xx;=2
Vg =12) b= —2 B(2]-2)

g,Ng; ={A} dx-2=3x-1 & -2x-12=3x-2 & 5x=-10 & x,=-2
yy=-tE2-3=4-3-1 A(-21-1)

9, Na.(=1C} x-4=32x-1 < 8x-32=3x-2 < 5x=30 < x.,=6

y.=6-4=2 C(612)
Hast dut'emerkt, dass ich die Gleichungen so verandere, dass alle Briiche verschwinden?

Berechne nun die Gleichung der Lotgeraden von C auf (AB) und den LotfulRpunkt F.

= [15]
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 7

Gegeben sind die Steigungen m, =-3 undm, = —

3
Fir einen Schnittwinkel gilt dann

tanoc:| | _3+1
[1+my-m,| |

Die beiden anderen Schnittwinkel haben dann die GroRRe

B,, ~180° -53,13° = 126,87°

_4
3

= a,,=tan” (ij ~53,13°
’ 3

Wir stellen fest, dass es hierzu keinen Tangenswert gibt, da man nichigduicsh O teilen kann.

Aber die Geraden schneiden einander doch. Wie findet man dann ¢iezep Schnittwinkel? = |§|

Wir haben  A(-2|-1), B(2|-2), C(6]2)

Die Gerade ABist gs: y=-1x-32 und hat die Steigungszahl -+

Die Lotgerade h hat daher die Steiguag m, =+4 (negativer Kehrwert).
Gleichung von h mit der ,PSF*: y-2=4(x-6) = y=4x-22.
Der LotfuBpunkt ist der Schnittpunkt{voinh uid gq: 4x-22=—2x-3 | -4

16x—-88=-x-6

17x=82 = x; _&
17
Die y-Koordinate folgt‘ausia; (oder aus h): Ve = 183 = M 37 92 = _46
4 17 2 217 2 17 34 17
Der LotfuRpunktisialst F| — 82 — |- 46 ~(4,8]-27).
17" 17
Hinweis: ‘chingebe zu, dass diese Rechnung eine Zumutung ist. Solche Briche sind schwer zu

bierechnen. Doch wenn einem wahrend der Rechnung ein Fehler passiert, konnen
solche Zahlen entstehen, auch wenn sie von der Aufgabe her nicht vorgesehen waren.
Daher sollte man in der Lage sein, die Aufgabe mit solchen hasslichen Zahlen zu Ende

zu rechnen. Also machen wir weiter mit dieser wichtige Rechenibung!

Nun berechne die Lange der Grundseite AB und der Héhe CF . Daraus entsteht dann der Inhalt.

= [16]
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 8

| My -M ]m’\)ﬂ/[ der Nenner 0 wird,

2 |_
~[temem, [ L0

hat der Schnittwinkel keinen Tangenswert.

@ Wenn in der Tangensformel:  tano =

In der Trigonometrie hat man gelernt, dass tan 90° nicht existiert, bzw. ein unendlich groRer

Wert sein sollte. (Das gilt auch flr 270° usw., die aber keine Schnittwinkel sein kénnen.)

Wir folgern also daraus:

Die Nenner-Beziehung 1+m, -m, =0 passt also genau zu orthogonalen Geraden (o = 90°).

MERKE:

—
[Wenn zwei Geraden orthogonal sind (aufeinander senkrecht stehen \ A
gilt fur ihre Steigungen bzw. |m, =1 v~V
m, < >
Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung ein Schnittwinkl v¢a 90°. D v Q

AUFGABE: Eine Gerade g hat eine der Steigungen 2 ¢der 1 oder -5 oder —2.

Welche Steigung hat dann eine Gerade\h, aie auf g senkrecht steht? =

Wir haben  A(-2|-1), B(2!-2), C(6/2) und F[—|—%j

Als Grundseite wahle ich die Strezke AB." Ihre Lange erhalt man mit der Formel AB = /AX? + Ay? -
AB =42 +1 = iT

Die Héhe ist dann die Hrecké-aF mit CF = J(6-2) +(2+4) = () +(2)

Jetzt kommt ein Rechantrick:

2 .
Man kann unter Aar'\Adrzel (&) ausklammern. Das sieht dann so aus:

CR=(6-2) +(2+2) =\ (2) +(2) = (B) [#+42] =217

Was/etzt hassiert, ist unglaublich: 17 fallt weg: Aa=4-AB-CF =117 -2.17 =1.17-2-10

Bei diesvn ,krummen® Zahlen erhalt man einen ganzzahligen Wert fiir den Flacheninhalt.
Diese ,schone” Rechnung setzt allerdings voraus, dass man fehlerfrei durchkommt.

Hinweis: Man findet mehrere solche Aufgaben mit diesen glatten Ergebnissen im Text
20050 in den Aufgaben 10 bis 13. Gute Ubungsaufgaben!

Es geht weiterin =

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 9

WISSEN: glh < m, = —mi (negativer Kehrwert!)
g
Zu g mit = ist h orthogonal mit
m, =2 = m, =-3
m, = = m, =4
my =-5 = m, =%
mg =-7 = m, =3

Aufgabe:  Gegeben sind die Gerade g: y =1und die Gerade h: y =-25%%6
Berechne den Schnittpunkt und auf einfachste Weise

die Schnittwinkel von g und h. =

Nun wollen wir uns mit parallelen Geraden beschéftigen.

Zwei Geraden nennt man parallel, wenn sie diesulbe Richtung haben. Sagt man statt Richtung
besser Richtungswinkel, dann ist klar, dass tarallele Geraden dieselbe Steigungszahl m haben.

g: y=2x-4, h: y=2x+1 oder k: y=2x sind parallele Geraden mit der Steigung 2.

Parallele Geraden schneiden einander. hichtxdenn sie haben (berall den gleichen Abstand.

Wie berechnet man den Abstarnd paralleler Geraden?

Als Abstand zweier paralleler Gzraden bezeichnet man die kiirzeste

Entfernung zweier Punitte'a4f len Geraden.

Man kann beweise\, ¢ass man dazu die Geraden mit einer zu beiden
orthogonalen Graden schneiden muss. Die Entfernung dieser

Schnittpunkteiist cann der Abstand der Parallelen.

Es gent trickreich schneller, wenn man einen bekannten Punkt von g nimmt und dann das Lot auf g

fallt, was den zweiten Punkt ergibt. Dann kann man den Abstand berechnen.

Versuche es bitte: =
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20004 3. Schulstunde: Zwei Geraden 10

Y \
Gegeben sind die Geradeng: y=1 und h: y=-25x+6. 4 b
Schnittpunkt: 1=-2,5x+6
25x=5 = xg=2.

Ergebnis: S(211)

Fiir den Schnittwinkel zuerst die umsténdliche Losung:

| m-m, |_ 5)|_25

N =, m, |~ 1+0 1) 1

=25 = P~682°

Also folgt: o ~180° —68,2° =111,8°

Und jetzt die Superlésung:
Weil g parallel zur x-Achse ist, sind a bzw. B Steigungswinkel geae» d.e x-Achse.

Dazu braucht man keine Schnittwinkel-Formel!

Es reicht: tanB=|m,|=25 = B=tan"(25)=682" iych unten bei negativer

Steigung und daher o =180° —p =180° —68,2° ~ 718"

Aufgabe: Gegeben sind die Gerade h: x=2und ¢ie Gerade g: y =3x-1.
Berechne den Schnittpunkt und auf einiacriste Weise

die Schnittwinkel von g und h. = @

Ich wahle den Achsenabschnittspunit, K(0 1)

von h und falle von R das Lot auiq.

Aus mg =2 folgt m_=-7. uad man kann sofort

die Gleichung der Lotgemadin aufschreiben:

L: y=—2x+1:
Schnitt von g und L« 2x—4=—21+1
2x=5 = xg=2
Aus/; Ys=—7-2+1=0
Scinittpunkt: $(210).

Die Lange der Strecke RS ist der gesuchte Abstand von g und h.
Das kann man so aufschreiben:  d(gh)=RS=v2? +1 =5.

Also nachstes erzeugen wir mit zwei Paaren paralleler Geraden ein Parallelogramm.

Die Aufgabe steht in =
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@ Gegeben sind die Geraden h: x=2undg: y=3x-1.

Da h eine Parallele zur y-Achse ist, besitzt sie keine
Steigungszahl. Die Tangens-Formel ist also nicht anwendbar.
Ich habe noch die Gerade k: y =5 eingezeichnet, eine
Parallele zur x-Achse durch den Schnittpunkt S.

Jetzt erkennt man, dass g und k den Steigungswinkel  von g
einschlieRen. Also berechnet man hier zuerst:

tanp=3 = PB=tan'(3)=~716°

Da h und k orthogonal sind, folgt o =90° - =18,4°.

Der zweite Winkel zwischen g und h hat 180° — o ~ 161,6° .

Aufgabe: Welche Gleichung hat die Gerade h durch P(—1,5 17,5)3
die senkrecht auf g steht mit g: y =2x+2 =
Diese vier Geraden sind gegeben.
gi:  y=3x+4 und A y=2x+1
hq: y=-x-2 und ha: y=-x+55

Ich habe die Geraden gezeichnet.

Berechne die Eckpunkte A, B, C..Lides entstehenden

Parallelogramms.

Der Flacheninhalt eines Raralielogramms wird berechnet
durch Az = Grundseite -Hohe .

Verwende die Sieche' RS als Hohe auf die Grundseite AB.

Nun rechn@ ritte selbstandig. Meine Kurzldsung steht in

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Ich formuliere diese Aufgabe so: [ Falle das Lot von P(-15]|7,5) aufg: y=2x+2 ]
Die Gerade g hat die Steigung m, =%. -
13 1
Dann hat die Lotgerade die Steigung m,=———=-2 o}
m

(der negative Kehrwert!). h soll durch P gehen, also stellt man 1
die Gerade von h mit der Punkt-Steigungs-Form auf: sh /
y_Yszh'(X_XP) 4\/
P
y-7,5=-2(x+15) 1>

—_3 3.3_,15
y=—3X-3-3+2 /
X

y=-3x+2 L3 ¥ o 1 2 3&
Berechne den Schnittpunkt F von g und h (das ist der LotfuBpunkt). = auf Seite 3!
g y=2x+4 und g y=1x+1 /_
hy: y=-Xx-2 und hy y=-Xx+55 |

Eckpunkte des Parallelogramms:
g, nh, ={A}: IX+1=-x-2 = 323x=-3 = xp=2 S

ya=—(-2)-2=0 = A(-2])

g, nh, ={B}: Ix+1=-x+55 = 3x=2.\= x,=3 =—t— %

Yo =-3+55=0 = £(3]2,5)

g,nh, ={C}: Ix+4=-x+550,03k=2 = x,=1 Yo =3-1+4=45 = C(1]4,5)

N

g,nh, ={D}: IX+4=-xXx-2 = 32x=6 = xy=-4 y,=—(-4)-2=42 = D(-4]2)
Die Grundseite AB des Parallalogiamms hat die Lange AB =/5” +2,5° =[2,5* -(2* +T) = 2545

Fir die Hohe braucht rliaa den Abstand der Parallelen g4 und g.. Dazu falle ich das Lot von R(O | 1)

auf die Gerade gq. »m = _r =-2. Lotgerade: y=-2x+1.
m

g1

LotfuBpunkt amigy: FX+4=-2x+1 & x=-3 = X, =-£=-12

e =—2-(-12)+1=52 = F(-1,2]3,4)

Héheydes  *arallelogramms: h=RF = \/1,22 +2,4% = \/1,22 ~(12 +22) =125
Flacheninhalt des Parallelogramms: |Ac= AB-RF|=25-1/5:12-/6=25-12-5=15 Il

Das war’s fiir heute. Nun schaue Dir noch die wichtige Seite 21 an — Das musst Du wissen:

In der ndchsten Stunde (20010) geht es dann um Geradenscharen.

ClAC
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Wenn du alle 20 Abschnitte durchgearbeitet hast:

21 Was hast Du in dieser Stunde gelernt?

1. In der Gleichung y = mx +n gibt n die Steigung an. Diese Zahl ist der Tangens des

Steigungswinkels. n ist die Schnittstelle auf der y-Achse.

m,-m,

1+m, -m,

2. Einen Schnittwinkel zweier Geraden kann man mit der Formel tana = hlracimen.

Da klappt aber nur, wenn der Nenner nicht O wird. Ist das der Fall weil m, -m, =x-1 ist, dann
sind die beiden Geraden orthogonal (Abschnitt ]E ).
Wenn eine der Geraden parallel zur x-Achse oder zur y-Achse ist, dann brauciit man diese

Schnittwinkelformel nicht (Abschnitt |8| und @ )-

3. Die Steigung einer Lotgeraden erhalt man mit m_ = _t und ‘der Runkt-Steigungs-Form .
m
9

4, Den Abstand eines Punktes von einer Geraden erhalt man,(nzem man die Lotgerade

aufstellt und mit der gegebenen Gerade schneidet, was,zuin, LotfuBpunkt F fihrt.

Die Abstandsformel ist . d(P;g) = PF = \JAx? + Ay? (Abnsciinitt und [11)).

5. Den Inhalt eines Dreiecks berechnet man mit azr formel Aa= % Grundseite -Hohe :

Die Hohe wird dann wie in 4. als Abstand eiaes«'er Dreieckspunkte von der gegeniber
liegenden Dreiecksseite bestimmt. (Abschaiiie bis ).

6. Geraden mit gleicher Steigungszatiisiid parallel.

Den Abstand paralleler Geraden g; und g, erhalt man so: Man wahlt auf g4 einen Punkt P
und fallt das Lot von P4 auf'y,. Das ergibt den LotfuBpunkt F auf gs.

Die Lange der Strecke PF st der gesuchte Abstand: d(g,,g, ) = PF = yAx? + Ay? (17))

7. Den Flacheninnalt wines Parallelogramms berechnet man mit im Grunde derselben Methode:

Die Inhaltsforme’ lautet Ao=g-h. Die Grundseite ist eine der vier Seiten. Die HOhe ist der

Abstand ¢ieserGeite von der zu ihr parallelen, wie in 6. besprochen. (Methode )-
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